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Hypothese

Dans tout ce chapitre :
e le corps K désigne R ou C.
e [ estun intervalle de R non vide, non réduit a un point.
e ¢ estun point de / ou une extrémité (finie ou infinie) de /.
e f et g designent des fonctions définies sur / a valeurs dans K.

e On suppose g o-isable au voisinage de a (terme non officiel, cf ci-dessous).

Définition 23.1 (Non officiel : fonction “o-isable”)

Soit g : I — K une fonction. On dit que g est o-isable au voisinage de a si g ne s’annule pas sur un voisinage
épointé de a.

Rappel : “g # 0 sur un voisinage épointé de a” signifie :
e Lorsque a = +oo: il existe A € R tel que g # 0 sur IN]A, +oo].
e Lorsquea = —oo:ilexiste A € R tel que g # 0 sur /N] — o0, A].
e Lorsquea € R: il existe € > 0 tel que g # 0 sur 'ensemble

n (]a—s,a[u}a,a—i—s[)

Dans ce cas, la fonction g peut toutefois s’annuler en a.
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Relations de comparaison

g(x)

qui est “assez proche de @”. Le nom vient du fait qu'une fonction o-isable peut étre mise a I'intérieur d'un petit-o
ou d’'un grand-O (cf plus loin).

Dire que g est o-isable au voisinage de a permet de dire que le quotient a un sens pour toute valeur x # a

1 Fonctions dominées, fonctions négligeables

1.1 Fonction négligeable, petit o

Définition 23.2 (Négligeabilité, petit o)

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de g, si fEx; —— 0. On note alors
g X) x—a
fx)= o (g(x)) ou f=o(g)
X—a a

On dira aussi abusivement que f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de a. Enfin, on peut également dire
(mais c’est plus rare) que g est prépondérante devant f.
sinx sinx

Exemple 1. Onasinx= o (x)car — —— 0.  Parailleurs,sinx# o (x)car — — ...
X—>—oo X  x—too x—0 X x—0

Remarque. Comparer deux fonctions f et g au voisinage de a revient a donner une relation de comparaison
entre f et g au voisinage de a (par exemple avec un petit-o).

Méthode (Comparer avec un petit-o)

Pour comparer f et g avec un petit-o, on peut regarder la limite de @ :
8(x
| f(x) _
e Si <) — 0, alors f(x) =0 (g(x))
f®) —— oo, alors par quotient 8% —— 0dolu 8(x) —— 0.Danscecas, g(x) = o (f(x)).
g(x)| x—a (x) | x—a f(x) x—a x—a

Exemple 2. Soit n € N*. Comparer x", Inx et ¢* au voisinage de 4o (gauche) et zéro (a droite).
Faire de méme pour x* et xP avec o, B € R tels que o < 3.

x" x"
l. |—|——0 donc x"= o (&) L |—=|—...... donc ...... =0 (con... )
e*| x—too X—>o0 er| x—0 x—0
Inx Inx
2. |—| ——0 donc Inx= o (¢). 2. |— | == donc ...... =0 (cou... )
eX | x—toe X—4-oc0 e x—0 x—0
Inx 3. Inx — donc ...... =0 (cou... )
3 | o 0 donc Inx =0 (). | o0 )
xoc x(X
4. |—| ——...... donc ...... = 0 (..... 4 — donc ...... =0 (.o....
xﬁ X—++o0 x%+°°( ) xﬁ x—0 x—>0( )
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Relations de comparaison

Remarque. Malgré le signe égal, il faut bien garder a I'esprit que f(x) = o (g(x)) n'exprime pas une égalité
X—a

mais une limite. Cela signifie que plus x se “rapproche” de g, plus f(x) est “négligeable” devant g(x).

1.2 Définition équivalente de négligeabilité

Définition 23.3 (Définition équivalente du petit-o)

Ona f(x) = o (g(x)) sietseulement s'il existe un voisinage V de a et une fonction € : INV — K telle que
X—a

VxelINV f(x) =e(x)g(x) et g(x) —0

Xx—a

Comme g est o-isable, on peut choisir V de facon a ce que g ne s’annule pas sur V. Alors la fonction € est tout

f()

simplement définie pour tout x € INV par €(x) := ——.

g(x)

En quelque sorte, 'écriture “ o (g(x))” peut étre un raccourci pour “g(x) multiplié par une fonction £(x) avec
X—a
€(x) —— 0”. Cela prendra tout son sens au chapitre suivant sur les développements limités, mais c’est une bonne
xX—a

idée de le garder a I’esprit des maintenant.

1.3 Fonction dominée, grand O

Définition 23.4 (Domination, grand O)

On dit que f est dominée par g au voisinage de g, si ]: est bornée sur un voisinage (épointé) de a. On note
8

alors
f@=0 () 0w f=0()
. o f . . f)
Rappel:siV C R, ondit que = estbornéesurVsi: JCc€R VxeV ﬂ <C
8 g\
| Théoréme 23.5 |

fx)=o0 (g(x)) = f(x)= 0 (g(x)). Laréciproque estfausse.

X—a x—a

sinx

Exemple 3. Onasinx= O (1) car
X—>+oo

< 1 pour tout x € R (donc au voisinage de +o).

Par contre sinx # A (1) : sinx ne tend pas vers 0 quand x tend vers +oo.
X— o0

Exemple 4. Soit f : I — R une fonction et a € I. Montrer que si f est dérivable, alors f(x) — f(a) = O (x—a).

X—a
La réciproque est-elle vraie ?
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e Si S — (e K, alors f(x) = 0 (g(x)).

8 (x) X—a x—a

- . . . sinx o
Laréciproque est fausse: sinx= (O (1) maislafonctionx — — Dapas de limite en +-oo.
X—>+oo

=0 (1) si et seulement si f est bornée au voisinage de a.
a
0
a

(1) si et seulement si f(x) — 0.
xX—a

e On ne peut pas ecrlrel/:‘O/émﬁfcar la fonction x — —— n’est pas o-isable au voisinage de 4o (en
e sinx

effet, pour tout voisinage V = [A, 4] de +oo, il y a des points de V en lesquels cette fonction n’est pas
définie).

) . sinx .
Par contre, on peut écrire sinx = O (x) : en effet, la fonction x — —— est définie sur | — 1,0[U]0, 1| donc
x—0 X

sur un voisinage épointé en 0.

1.4 Propriétés du grand O et du petit o

Propriété 23.6 (Transitivité de O et 0)

Soit i : I — K une fonction o-isable au voisinage de a. On a :

f=0(@) et g=0(h) = f= g()
f=0(g) et g=o(h) = f=

. . N . o8 . . . .
Démonstration. Pour la premiére assertion, si — et 7 sont bornées au voisinage de a, alors il en va de méme
8

pour% Jix% Donc f 0( ).

. S . - g . .
Pour la seconde assertion, si — est bornée au voisinage de a et que ﬁ tend vers zéro en q, alors par produit,
4

r_r

X = tend vers zéro en a. O
h g h
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Propriété 23.7 (Opérations avec O et 0)

Soit f1: I —>Ketfo: 1 =K.

1. Combinaison linéaire : pour tous A,y € K:

S =0 (8) et fo =0 (&) = Afit+ufs =0 (g)
fi=o(g) et fr=0(g) = Afi+ufr=0(g)

2. Multiplication par un scalaire dans o ou O : pour tout A € K*,

f=0(8) = [=0(2g)

f=0(g) = f=o(Ag)

a

3. Produit:soit g; : I — K et g, : I — K o-isables au voisinage de a.

fi=0(g1) et ,=0(s2) = fi/2=0(8182)
fi =0 (g1) et fo =0 (82) = fif =0 (8182)

Démonstration. Pour les o, c’est immédiat par opérations sur les limites. Pour les O, il faut revenir a la définition.
Par exemple pour la premiere assertion :
e si — est bornée sur un voisinage épointé V| de q,
8
e si — est bornée sur un voisinage épointé V; de q,
8

e alors V; NV, est un voisinage épointé de a et A

A
ﬁ —i—,ué = M est bornée sur Vi NV,.
8 g g

Théoréeme 23.8 (Composition a droite)

Soit 7y € R. Soit u une fonction définie au voisinage de fy, a valeurs dans /.

fW=o @) L oOTg e

Etidem lorsque le o est remplacé par un O.

Démonstration. Pour les o, cela découle de la composition des limites : si u()

—>aet£

(x) — 0, alors
t—tpy

g X—a

IC0)

—0
g(u(r)) 1=n
La preuve avec les O est plus technique mais moins importante.

G. Peltier
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Exemple 5. Soitn € N.Onax" = o (€"). Siu est une fonction telle que u(t) — +oo, alors on a
X—>—+oo t—1p

Par exemple :

e Avecfy = +oo et u(t) = Int, on en déduit que (Inz)" =0 ().

1 1
on en déduit que — = o ell.

e Avecty =0etu(t) = " 2

1
i
e Avecty =+ etu(t) = ¢, on en déduit que ¢ =20 (e).
— o0

ATTENTION : NE JAMAIS COMPOSER A GAUCHE AVEC LES GRAND-O ET PETIT-0 !

En d’autres termes: f =0 (g) === ho f =0 (hog) etidem pour les O. Contre-exemple :
a a

o 1
— 1 ; x 1 ¢ y
* ng( ) mais e #xgo (e7) cat el x50 e
Théoréeme 23.9 (Reformulation des croissances comparées)
. " 1
Soit o, B € R’,.. o _ B — _
BeRy ()%= o (F) et |y ( ﬁ)
o Bx Bx 1
xX*= o () et M= —
X—>r+o0 X*) LS |

2 Fonctions équivalentes

Hypothese

On rappelle que g est o-isable au voisinage de a. Dans cette section, on suppose que f est également
o-isable au voisinage de a.

2.1 Définition

Définition 23.10 |
On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si @ —— 1. On note alors
g(_x) xX—a
fx) ~ gx) ou f~eg
xX—a a

On dit aussi que g est un équivalent de f au voisinage de a.

On voit que pour que cette définition soit vérifiée, il faut au minimum que f soit o-isable au voisinage de a. En
effet, si f n’est pas o-isable au voisinage de a, il existerait une suite (u,) de points de / tel que u,, — a et f(u,) = 0.
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. u . . .
Alors on aurait n) =0 » 0 mais on aurait aussi :
g(un) Rt
U, —>a
u .
fx) - S (un) — 1 par composition
A AE—— g(un) x—a
g(x) x—a
ce qui serait une contradiction.
Exemple 6.
® sSinx ~ Xx
x—0
e 32 —2x+4 ~ car (six # 0)

X—>+o0

o 3 —2x+4 ~ car (six # 0)
x—0

o 3x°—2x ~ car (six # 0)
x—0
Remarque. On ne doit jamais écrire “0” dans un équivalent : . En effet x — 0 n'est pas o-isable
q . j q S(x)~~0. x p

au voisinage de touta € R.

e Pourtout/ € Knonnul,ona f(x) — ¢ < f(x) ~ ¢
xX—a xX—a

Propriété 23.11 (Equivalents d’'un polynome)

n
Soit fp : R — K une fonction polynoémiale non nulle : on pose fp : x — Zakxk avec a, € K* et
k=0
aop,- - ,an—1 € K. Alors

n d
fr(x) L et fr(x) fad agx

ot azx“ est le mondme non nul de plus petit degré de P.

Propriété 23.12 (Relation d’équivalence)

~ est une relation d’équivalence sur les fonctions o-isables au voisinage de a : si f, g, h sont trois telles
fonctions, ona:

1. Réflexivité: f ~ f
a

2. Symétrie:si f ~ g, alors g~ f
a a

3. Transitivité:si f ~ getg~ h,alors f ~ h
a a a

Démonstration. Evident par opérations sur les limites. O
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2.2 Opérations et équivalents

Propriété 23.13 (Opérations avec les équivalents)

Soit f1, f2,81, 82 des fonctions de / dans K o-isables au voisinage de a. On suppose que f| ~ g1 et fo ~ go.
a a

1. Multiplication par un scalaire non nul : pour tout A € K*, 1 fj ~ 1g;

a

2. Produit: fif> ~ g1
a
i &

3. Quotient: =— ~ =—
fra g

4. Puissance entiere : pour tout p € Z, I’ ~ g/
a

5. Puissance réelle : si f1, g; sont strictement positives sur un voisinage épointé de a, alors pour tout
o o
aeR, fi ~ 81

Démonstration. Par opérations sur les limites. O

ATTENTION : NE JAMAIS ADDITIONNER DES EQUIVALENTS (ou les soustraire) :

f1f;g1 et fz;gz = f1+f2’;g1+g2

Exemple 7. Contre-exemple :

Propriété 23.14 (Ajouter / Retirer un terme dans un équivalent)

Si f + g est o-isable au voisinage de q,
fte~eg — [f=o(s)
ou de maniere équivalente, en posanth = f + g:

h~g <= h-g=o(g)

Démonstration. 1l suffit de montrer la deuxieme équivalence. On procede par équivalences successives :

=m0 = m(TET)-e = e

En particulier, si f =o (g), on peut ajouter ou retirer f dans un équivalent ol1 intervient g :
a
g~h <+ f+g~h
a a

En effet, par la Proposition ci-dessus, f + g ~ g, et on montre les deux implications par la transitivité de ~.
a a
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Méthode (Equivalent d’une somme)

Etant donné deux fonctions f, g, pour trouver un équivalent de f + g en a, la premiére chose 2 tenter est
de vérifier sil'une des fonctions est négligeable devant I'autre, i.e. si f =0 (g) ou g =o (f).
a a

Si par exemple f =o (g), alors f + g ~ g et la somme a disparu.
a a

Inx)?
Exemple 8. Déterminer un équivalent en 4 etenQde f : x — ((exx)—l—)x
x(e*—x
En +oo:
o (Inx)*+x ~
X—r o0
o f—x ~ donc x(e*—x) ~
X—>+foo X—>oo
Donc
(Inx)? +x
x(e* —x) x—feo
EnO:
o (Inx)>+x ~
x—0
o —x ~ donc «x(e'—x) ~
x—0 x—0
Donc

(Inx)? 4 x
x(e*—x) x—0

Propriété 23.15 (Composition a droite dans un équivalent)

Soit #y € R. Soit u une fonction définie au voisinage de fy, a valeurs dans /.

u(t) —a
t—tpy — fO t ~ o t
1) ~ &) "5, 80

Par exemple, comme sinx ~ 0 on peut en déduire que :
X—
e sin(2¢) ~ 2t  (on compose a droite par u(t) =2t — 0).
=0 =0
e sin(—t) ~ —t (on compose a droite par u(t) = —t — 0).
t—0 t—0
2

o sin(?) ~ ¢ (on compose a droite par u(r) = t> — 0).
t—0 t—0

ATTENTION : NE JAMAIS COMPOSER A GAUCHE DANS LES EQUIVALENTS !

x ~ x+1 mais €& < !
X—roo X—rtoo

G. Peltier 9/13
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2.3 Les équivalents a connaitre

Propriété 23.16

Si f est dérivable en a et f'(a) # 0, alors f(x) — f(a) ~ f'(a)(x—a).

X—a

Démonstration. Pour tout x # a, comme f est dérivable en q,

f(x) — fa) f'(a)

F@—a) v fla)

d’ot1 le résultat.

Corollaire 23.17 (Equivalents en 0 4 connaitre)

e —1 ~ X sinx ~ X
X— X—
In(14+x) ~ x tanx ~ x
x—0 x—0
Vo € R (14x)%—1 ~ ax arcsinx ~ x
x—0 x—0
shx ~ x arctanx ~ x
x—0 x—0
2 2
X X
chx—1 ~ — cosx—1 ~ ——
=0 2 x—0 2

Démonstration. Les formules des quatre premieres lignes découlent directement de la Proposition 23.16.
Pour la derniére ligne, on ne peut pas 'appliquer car cos’(0) = 0 et ch’(0) = 0, ce qui donnerait 0 a droite de

I’équivalent. On réécrit alors, pour tout x € R,

. X
cosx— 1 = —2sin? (

X2

PN . . . . PN . . X X .
L'équivalent en O ci-dessus vient du fait que sinx ~ x donc par composition a droite sin—~ ~ —. Ensuite, on met

x—0

2 2
I'équivalent au carré : sin’ ({) ~ <{> et enfin on le multiplie par —2. Finalement, cosx —1 ~ —x—. O
2/ x=0\2 x—0 2
. - vitx—1
Exemple 9. Déterminer lalimiteen0Ode f: x — i
X
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2.4 Autres propriétés des équivalents

Propriété 23.18 (Conservation du signe et des limites par les équivalents)

On suppose que f ~ g.
a
e Soit/ € R. Si g(x) — ¢, alors f(x) — .
xX—a Xx—a

e On suppose K = R. Si g > 0 au voisinage de g, alors f > 0 au voisinage de a.

e On suppose K = R. Si g < 0 au voisinage de a, alors f < 0 au voisinage de a.

Théoreme 23.19 (Théoréeme d’encadrement)

On suppose K = R. Soit # : I — R. On suppose que f < g < h au voisinage de a.
Sif~h,alors f~ g~ h.
a a a

3 Relations de comparaison pour les suites

Les relations de comparaison vues pour les fonctions peuvent étre adaptées aux suites. Pour les fonctions, on les
définit au voisinage d'un point a (fini ou infini). Pour les suites, qui sont définies sur N, toutes les relations sont

définies en +o0. Lhypothese “g ne s’annule pas sur un voisinage épointé de a” devient alors “(v,) ne s’'annule pas
a partir d’'un certain rang”.

Hypothese

Dans toute cette section, on suppose que (u,) et (v,) sont des suites a valeurs dans K. De plus on suppose
que (v,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang.

| Définition 23.20 |

1. Ondit que (u,) est négligeable devant (v,) si “n _, 0. 0n note alors Up = 0(vp).

Vn

2. On dit que (u,) est dominée par (v,) si <@> est bornée. On note alors u, = O(v,).

Vn

u
3. Ondit que (u,) est équivalente a (v,) si — — 1. On note alors u,, ~ v,.
v

n

A nouveau, on s’autorise a écrire abusivement que le terme général u, est négligeable / dominé / équivalent au
terme général v,,. Enfin, pour le premier point, on trouve également la formule “v, est prépondérante devant u,,”.

Exemple 10. Pour chacun des cas ci-dessous, comparer u,, et v,.
1. un:nz—n—l et v,,:n2

2

2. uy=n"—n—1 et vn:2n2

3. up=n> et v,=2"
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La plupart des propriétés vues pour les fonctions s’adaptent aux suites. Plutot que de tout réécrire, on donne les
propriétés conservées avec quelques exemples. Lorsqu’une suite apparait dans un O, dans un o, ou d'un c6té
d'un ~, on suppose qu’elle est non nulle a partir d'un certain rang.

e Les O et o sont transitifs (Proposition 23.6). Par exemple :
- siu, = O(vy,) etv, = O(wy) alors u, = O(wy,).
e On peut faire des combinaisons linéaires, des produits, etc. avec des O et des o (Proposition 23.7). Par
exemple :

- siu, = o(wy) etv, = o(wy), alors Au, + v, = o(wy,)
e Larelation ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des suites non nulles & partir d'un certain rang.

e On peut faire le produit, le quotient, mettre a la puissance (sous réserve de sens) un équivalent avec des
suites (Proposition 23.13). Par exemple :
. a b
— Siu, ~ v, eta, ~ by, alors ayu, ~ byv, et — ~ ==,
Up Vn
— Siu, ~ v, alors u> ~ 2
n n n n*

- Siu, ~ v, et que (uy) et (v,) sont strictement positives a partir d'un certain rang, alors \/u, ~ /vy.
e On ne peut pas ajouter ou soustraire des équivalents. Mais on peut enlever un terme négligeable par
rapport a I'autre (Proposition 23.14).
- u, = o(v,) si et seulement si u,, + v, ~ v,.
- ay ~ b, si et seulement sia, = b, + o(b,).

e On conserve la limite et le signe dans un équivalent (Proposition 23.18).

e On dispose de croissances comparées “version suites”. Par exemple :

2 _ n
" _x—>0+°° (e )

e On dispose d'un théoreme d’encadrement (Proposition 23.19).
- Avec K =R, siu, <v, <w,etqueu, ~ wy,, alors (v,) est équivalente a u, et w,.

La composition a droite pourrait étre adaptée, mais ce n’est guére utile. Par contre, on peut partir d'un équivalent
de fonctions et composer a droite par une suite :

Théoréme 23.21 |

On suppose que f, g ne s'annulent pas sur un voisinage épointé de a. On a

limu, =a

fx) ~ gx)

X—a

= f(un) Ng(”n)

1
Exemple 11. Déterminer un équivalent de In <1 + > .
n
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T (=1)"
Exemple 12. Déterminer un équivalent de cos <2 + ( 2) ) .
n

G. Peltier 13/13
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